
Stumme Kaiserglocke 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Orts-, Geschwindigkeitsvektoren beider Pendelschwerpunkte: 
 
 

   
rSA = a sinϕ A ,−cosϕ A( )  

 
 

   


rSA = aω A cosϕ A ,sinϕ A( )  

 
 

   
rSB = l sinϕ A + bsinϕB ,−l cosϕ A − bcosϕB( )  

 
 

   


rSB = lω A cosϕ A + bω B cosϕB ,lω A sinφA + bω B sinϕB( )  

 

  ω A ,ω B  Winkelgeschwindigkeiten von Glocke bzw. Klöppel 
 
Kinetische Energie: 
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Potentielle Energie: 
 

 
  
EP = −g mAacosϕ A + mB l cosϕ A + bcosϕB( )⎡⎣ ⎤⎦  

 

  mA ,mB  Masse der Glocke bzw. des Klöppels 

  JSA , JSB  Massenträgheitsmoment der Glocke  A bzw. des Klöppels B, 
bezogen auf ihre eigenen Schwerpunkte 

 l  Distanz zwischen den Aufhängepunkten A und B 

  a,b  Abstände des Glocken- bzw. Klöppelschwerpunktes zur Achse A bzw. B 

 g   Erdbeschleunigung 
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Satz von Steiner: 
 
   J A = JSA + mAa2     JB = JSB + mBb2  
 

  J A , JB  Massenträgheitsmomente beider Pendel bzgl. ihrer Aufhängepunkte 
 
 
Lagrange-Funktion: 
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J A + mBl2

2
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2
ω B

2 + mBlbω Aω B cos ϕ A −ϕB( )
+ g mAa + mBl( )cosϕ A + mBbcosϕB

⎡⎣ ⎤⎦

  

 
 
Bewegungsgleichungen (Lagrangeformalismus): 
 

 

d
dt

∂L
∂ω A

−
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∂ϕ A

= QA   
 

d
dt
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∂ω B

−
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∂ϕB

= QB  

 

  QA ,QB   verallgemeinerte Momente 
 
Bewegungsgleichungen Doppelpendel (freie Schwingungen): 
 

   
J A + mBl2( ) ω A + mBlb ω B cos ϕ A −ϕB( ) +ω B

2 sin ϕ A −ϕB( )⎡⎣ ⎤⎦ + mAa + mBl( )g sinϕ A = 0  

 

   
JB
ω B + mBlb ω A cos ϕ A −ϕB( ) −ω A

2 sin ϕ A −ϕB( )⎡⎣ ⎤⎦ + mBbg sinϕB = 0  

 
 
Synchrone Schwingungen (stumme Glocke): 
 

 

ϕ A = ϕB ≡ ϕ

ω A =ω B ≡ ω
⇒  

   
ω +

mAa + mBl
J A + mBl l + b( ) g sinϕ = 0  

   
ω +

mBb
JB + mBlb

g sinϕ = 0  

 
Bedingung für stumme Glocke: 

 

 

mAa + mBl
J A + mBl l + b( ) =

mBb
JB + mBlb

 



Bewegungsgleichungen Doppelpendel (erregte Schwingungen): 
 

   
C0
ω A + C1

ω B cos ϕ A −ϕB( ) +ω B
2 sin ϕ A −ϕB( )⎡⎣ ⎤⎦ + C4g sinϕ A = QA  
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2 sin ϕ A −ϕB( )⎡⎣ ⎤⎦ +

g
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mit 
 

  C0 = J A + mBl2    C1 = mBlb     C4 = mAa + mBl  
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JB

  
  
C3 =
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J A + mBl2   

 
Differentialgleichungssystem 1. Ordnung: 
(Separation der Winkelbeschleunigungen  Standardform zur numerischen Lösung der 
Differentialgleichungen) 
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Numerisches Lösungsverfahren (Runge-Kutta, 5. Ordnung) 
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Einschrittverfahren: Schrittweite h, Fehler 
  
0 h5( )  

Stützwerte   ti+1 = ti + h  
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Hilfsgrößen 
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